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RESOLUCIÓN EXAMEN III OLIMPIADA DE MATEMÁTICAS 

CICLO DIVERSIFICADO
PROBLEMA #1

Determine todos los valores 
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 que satisfacen la ecuación:

[image: image2.wmf](

)

2

5

6

log

=

-

x

x


SOLUCIÓN

Expresando la ecuación logarítmica en forma exponencial, se tiene:
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Comprobando estos resultados en la ecuación original, se tiene que:
Para x = 1:
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Para x = -6:
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Por lo tanto, la solución solo tiene al elemento 
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PROBLEMA #2

¿Qué número debe aparecer en la cabeza del tercer hombre? Justifique su respuesta.
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SOLUCIÓN

Tres: los números de los pies se restan de los números de las manos.
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PROBLEMA #3

Hallar todas las funciones 
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 estrictamente crecientes y tales que: 
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Para 
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SOLUCIÓN

Suponga que f (1) = b, b
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N. Entonces reemplazando en la condición dada se tiene que, f (1 + b) = 2b, y como f es estrictamente creciente, se tiene:

b = f (1) < f (1 +1) <…. < f (1+b) = 2b = b + b.

y resulta que f (1), f (2),….f (1+ b) son b + 1 números naturales distintos, el primero vale b y el último 2b, por lo tanto f (1), f (2),….f (1+ b) han de ser naturales consecutivos.

Resulta entonces que:

f (1) = b, f (2) = 1 + b, f (3) = 2 + b,…, f (1 + b) = b + b.

En general, para n 
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 , si f(n) = c, entonces f(n + c) = 2c = c + c y resulta que:

c = f(n) < f(n + 1) <… < f(n + c) = c + c y los números f(n), f(n + 1),….., f(n + c) son consecutivos.

Así pues, todas las funciones son de la forma:
f (n) = n - 1 + f (1)

Donde f (1) es un número natural. 

PROBLEMA #4

Un cuadrado ABCD de centro O y lado 1, gira un ángulo  en torno a O. Hallar el área común a ambos cuadrados.
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SOLUCIÓN

El área pedida consta de 8 triángulos como el sombreado en la figura OPM.

Tomando como base b = MP, la altura es constante (de trazos en la figura) y vale ½.

En el triángulo PA’M se tiene:

MA’ = b cos ,   PA’ = b sen ;          pero BM = MA’ y PA = PA’, además:

BM + MP + PA = 1 ( b cos  + b + b sen  = 1, 

de donde



 

y el área pedida es:



 con  0 (  ( 90º

PROBLEMA #5

Sea 
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un número tal que:


[image: image22.wmf]1

1

-

=

+

x

x


Calcular:
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SOLUCIÓN

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación, se tiene:
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Elevando nuevamente al cuadrado ambos miembros de la ecuación, se tiene:
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Y si este proceso se repite, se puede observar que el resultado va a ser -1 para las potencias de 2, es decir 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048,….
Por lo tanto:
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PROBLEMA #6
Si el paralelogramo ABCD tiene área 1 m2 y los puntos M y N son los puntos medios de los lados AB y CD respectivamente, ¿Qué área tiene la región sombreada? 
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SOLUCIÓN

Si XYZ es un triángulo, denotemos su área como (XYZ). El triángulo ADO es semejante al triángulo ONP en razón 1:2, así OD=2OP. Como los triángulos ODN y ONP comparten la altura trazada desde el vértice N, entonces (ONP) = 1/2 (ODN). Por el mismo argumento 1/2 (ODN)=(ADO). Luego entonces (ADO) + (ONP)= 5/6 (ADN) = 5/6(1/4) = 5/24.Análogamente el área de la región sombreada en el paralelogramo MBCN también es 5/24, y el total del área sombreada es 2(5/24)=5/12.

PROBLEMA #7

Sea ABCD un rectángulo y A', B', C' y D' en las prolongaciones de sus lados tales que 

AA' = k.AD; BB' = k.AB; CC' = k.BC; DD' = k.CD.




Hallar k de modo que el área del cuadrilátero A'B'C'D' sea 25 veces el área del rectángulo ABCD. 

SOLUCIÓN
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Del rectángulo ABCD, se sabe que:
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Por lo tanto el área de este rectángulo es:
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Por otro lado se tiene que:
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Para obtener el área del cuadrilátero 
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, considérese el siguiente gráfico:
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Por lo tanto: 
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La condición del problema es que:
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PROBLEMA #8

Dada la ecuación:
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Hallar por lo menos una solución para 
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 de tal manera que sean enteros positivos. 

SUGERENCIA: (Aplicar un adecuado cambio de variable)
SOLUCIÓN

Haciendo cambios de variables, se tiene: 
  

x = 3a  ; y = 3b ; z =3c ; t = 3d
y reemplazando en la expresión resulta que: 
  

33a + 35b + 37c = 38d
Si hacemos: 
  
3a = 5b = 7c, entonces 3.33a = 38d; de ahí que se tienen las siguientes condiciones:
3a + 1 = 8d

5b + 1 = 8d

7c + 1 = 8d

De esto último, se tiene que cumplir que 3.5.7.m + 1 = 8d (ya que deben ser enteros).


Resolviendo esta última ecuación resulta que m = 7, d = 92. 
Por lo tanto:

  a = 5.7.7. = 245; b = 3.7.7 = 147; c = 3.5.7 = 105

Una solución sería: 

x = 3245 ; y = 3147 ; z = 3105 ; t = 392
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El valor de K=3








[image: image92.wmf]ky

C

C

KBC

C

C

=

¢

Þ

=

¢

[image: image93.wmf]kx

B

B

KAB

B

B

=

¢

Þ

=

¢



[image: image94.wmf]O

[image: image95.wmf]Q

[image: image96.wmf]A

¢

[image: image97.wmf]P

[image: image98.wmf]2

A

[image: image99.wmf]A

[image: image100.wmf]1

A

[image: image101.wmf]B

[image: image102.wmf]C

[image: image103.wmf]x

[image: image104.wmf]D

[image: image105.wmf]y

[image: image106.wmf]y

[image: image107.wmf]D

¢

[image: image108.wmf]C

¢

[image: image109.wmf]B

¢

[image: image110.wmf]x

[image: image111.wmf]ky

[image: image112.wmf]3

4

=

Ú

-

=

k

k

[image: image113.wmf]kx

_1222085073.unknown

_1222154615.unknown

_1222163853.unknown

_1222164234.unknown

_1222164437.unknown

_1222164633.unknown

_1222164922.unknown

_1222165087.unknown

_1222164718.unknown

_1222164610.unknown

_1222164303.unknown

_1222164053.unknown

_1222164197.unknown

_1222163950.unknown

_1222162783.unknown

_1222162969.unknown

_1222163108.unknown

_1222163721.unknown

_1222163768.unknown

_1222163379.unknown

_1222163389.unknown

_1222163207.unknown

_1222163223.unknown

_1222163063.unknown

_1222163086.unknown

_1222162984.unknown

_1222162864.unknown

_1222162923.unknown

_1222162856.unknown

_1222162283.unknown

_1222162463.unknown

_1222162501.unknown

_1222162308.unknown

_1222161633.unknown

_1222161671.unknown

_1222161608.unknown

_1222086122.unknown

_1222154248.unknown

_1222154317.unknown

_1222154380.unknown

_1222154260.unknown

_1222154031.unknown

_1222154126.unknown

_1222153992.unknown

_1222085702.unknown

_1222085810.unknown

_1222085901.unknown

_1222085772.unknown

_1222085163.unknown

_1222085659.unknown

_1222085100.unknown

_1222084185.unknown

_1222084831.unknown

_1222084892.unknown

_1222085037.unknown

_1222084872.unknown

_1222084253.unknown

_1222084289.unknown

_1222084214.unknown

_1222066803.unknown

_1222081742.unknown

_1222084143.unknown

_1222067003.unknown

_1222081389.unknown

_1222067160.unknown

_1222066974.unknown

_1222066266.unknown

_1222066667.unknown

_1222066744.unknown

_1222066295.unknown

_1222066309.unknown

_1222066284.unknown

_1222065261.unknown

_1222066056.unknown

_951747271.unknown

_1222065193.unknown

_951747135.unknown

